6.1

6.2

6.3

6.4

Halbgruppen und Gruppen

Welche der folgenden Strukturen ist Gruppoid, Halbgruppe, Monoid oder Gruppe?

a) (N/ +) b) (NOI +) C) (Q/ +)
d) (Q,) ) (R,+) f) (RT,+)
<
Welche der folgenden Strukturen (S, o) ist Halbgruppe, Monoid oder Gruppe?
a) S=N,xoy:=min(x,y)
b) S=R,xoy:=(x+y)?
Q) S ={1,-1,i,—i},x oy := komplexe Multiplikation (d. h. i? = —1)
d) S ={1,2,4},x oy := x - y (siehe Definition in Beispiel 10.7)
<

Ein Ausdruck der Form a,x" 4+ a,_1x" 14+ ... 4 agmita, € R,k=0,...,nundn € N
heifst ,Polynom in x mit reellen Koeffizienten”. a; heifSen Koeffizienten von xk fiir alle
k. Falls k die grofite ganze Zahl ist fiir die a; # 0, dann heifst das Polynom vom , Grad
k“. Falls kein solches existiert ist der Grad 0. Die Menge aller Polynome in x iiber R
bezeichnen wir mit R[x|. Wir konnen in R[x] auf nahe liegende Art die Operationen
‘+"und ‘-’ definieren.

a)  Ist (R[x],+) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
b)  Ist (R[x], ) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

C) Bestimme das Inverse von 7x* — 2x3 + 4 in (R[x], +)!

Stelle die Verkniipfungstafel fiir die Permutationsgruppe G C S4 mit der Generator-
menge {(2,4,3,1)} auf!

Gib das Einselement von G sowie das Inverse von (2,4,3,1) an!
Die Notation (a1, ...,a4) bedeutet 7(1) = ay,...,7(4) = ay.
Hinweis: G hat 3 Elemente! N



6.5

6.6

6.7

Stelle die Verkniipfungstafel fiir die alternierende Gruppe A3 von Permutationen von

3 Elementen auf!
Hinweis: Suche aus den in S3 enthaltenen Permutationen die geraden heraus! <

Sei Z5 = {0,1,2,3,4}. Definiere die ,,Addition modulo 5“ (+5) auf Zs durch x +5y =
r, wobei r der Rest der Division von x + y durch 5 ist (Bsp.: 1 +52 = 3,3 +54 = 2)
und die ,,Multiplikation modulo 5“ (-5) auf Zs durch x -5y = r, wobei r der Rest der
Division von x - y durch 5 ist (Bsp.: 253 = 1,3 54 = 2). Eine andere gebrduchliche
Darstellung ist x = r(5) oder x = r mod 5 (sprich: ,,x kongruent r modulo 5).

a) Ist (Zs5, +5) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
b)  Ist (Zs,5) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

C) Vervollstandige folgende Tabellen!

(5[ 0]1[2]3[4] [5[O0]1[2]3[4]
0 0

1 3 1

2 2 i

3 ARRE 2
i i

d)  Bestimme alle Inversen zu den Elementen in (Zs, +5)!

e) Welche Elemente von (Zs, -5) haben Inverse?

Sei Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Definiere die ,,Addition modulo 6“ (+¢) auf Z4 durch x +¢
y = r, wobei r der Rest der Division von x 4 y durch 6 ist und die ,,Multiplikation
modulo 6” (-¢) auf Zg durch x -4 y = r, wobei r der Rest der Division von x - y durch 6
ist.

a)  Ist(Ze, +6) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
b)  Ist (Zs,-¢) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
C) Stelle die Gruppenverkniipfungstafeln auf!

d)  Bestimme alle Inversen zu den Elementen in (Zg, +¢)!

e) Welche Elemente von (Zg, -¢) haben Inverse?



6.8 Eine Teilmenge A C () einer gegebenen endlichen Menge Q) = {wy, .. .,
durch eine binédre Zeichenkette (0-1-Folge) by = b - -

wobei b; = {

a)

b)

d)

wy } 1dsst sich
- b, darstellen,

1 wieA

0 wij¢g A~

Beschreibe fiir Mengen A, B € P(Q)), welche Operationen fiir bindre Zeichen-
ketten den Mengenoperationen A U B, AN B und A° entsprechen, d. h., wie
die Zeichenketten b4p, bang und byc aus by und bp gebildet werden!

Begriinde, warum (P(Q2),U) und (P(Q),N) Halbgruppen sind! Gib das je-
weilige neutrale Element und dessen Darstellung als bindre Zeichenkette an!

Welche Operation auf bindren Zeichenketten entspricht der Mengenoperation
der symmetrischen Differenz AAB = (A\ B)U (B\ A)?

Die Hamming-Distanz zwischen den Mengen A, B € P(Q) ist als die Anzahl
der Elemente | AAB| in der symmetrischen Differenz definiert. Gib an, wie aus
b4 und by die Hamming-Distanz zwischen A und B ermittelt werden kann!

6.9 Finde alle Elemente der , Alternierenden Gruppe” Ay aller geraden Permutationen
von {1,2,3,4} und zeige, dass A4 eine Untergruppe von S, der Gruppe aller Permu-
tationen von {1,2, 3,4} ist! N

6.10  Schreibe die Elemente der alternierenden Gruppe A, in lexikographischer Ordnung
(nach dem Alphabet) auf! <

6.11 (INT,+) ist eine Halbgruppe. Sei G = Z* die Menge der positiven ganzen Zahlen,
dann ist (G, -) auch eine Halbgruppe. Zeige, dass die Funktion ¢ : N* — G, definiert
durch ¢(x) = 2* ein Homomorphismus ist! <

6.12  Seien folgende Abbildungen ¢ : (G, ®) —

(H,®) gegeben.

Welche sind Homomorphismen, welche Isomorphismen?

a)
b)
<)
d)
e)

N,+),(H,®) = (2N, +), ¢(x) = 2x

/\/\



)  (Ga)=(R+),(H©o)=(R+) ¢(x)=|[x|
g (G&)=(ZxZ+) (H©o)=(Z+) ¢((xy)) =x+2y
G,&) = (

h)y  (G,®) = (Rlx], +),(H 0) = (R, +)
@(anx +ay, X" 1+ tag) =ay+a,_1+--+ap

6.13  Zeige, dass ¢(x) = x -3 1 ein Homomorphismus von (Z, +) nach (Z3, +3) ist!
Bestimme den Kern!



