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Notation

J3pnH Ssndae

Den Ausgangspunkt bilden n
Beobachtungspaare (x, v,),
die wir an n Merkmalstragern X1 Y1
erhoben haben und die wir
als Datenpunkte in einem
Streudiagramm (scattergram)
visualisieren kénnen. A Yi

Die Merkmale X und Y seien
stetig (zumindest
Intervallskalen-Niveau).
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Datensatz

00pny SNAIRIN B

Beispiel

Leistung in kw und Kraftstoff-Verbrauch in | pro 100 km von sieben
verschiedenen VW-Golf Benzinmotoren'"

kw |/200km

55 6,4
74 7,6
77 6,8
35 7.9
110 9.3
150 10,8

T Quelle: http://www.vw-online.de/golf/index_.htm
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Streudiagramm (Scattergram)
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Streudiagramm: Leistung - Verbrauch

Kraftstoffverbrauch in 1/100km

50 100 150
Leistung in kW

200
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Streudiagramm
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Ein Streudiagramm gibt einen Uberblick iber die
gemeinsame Verteilung und liefert Antwort auf folgende
Fragen:

¢ Liegt uberhaupt ein Zusammenhang zwischen den
beiden untersuchten Variablen vor?

¢ Kann dieser Zusammenhang in etwa durch eine
lineare Funktion (Gerade) beschrieben werden?

¢ Wie stark ist Zusammenhang?
¢ Gibt es atypische Punkte (Ausreilder)?
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Beispiele g
Linearer Zusammenhang kein Zusammenhang
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Beispiele

schwach

positiver Zusammenhang
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Beispiele 2
Linear negativer Nichtlinearer
Zusammenhang Zusammenhang
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Zusammenhang von 2 metrischen Merkmalen

» Wir betrachten den Fall der Messung des
Zusammenhangs von 2 metrischen Variablen.

» Ziel ist es die Starke und die Richtung des
Zusammenhangs zwischen zwel Variablen X und Y
mittels einer statistischen Mal3zahl zu quantifizieren.

» Wir sprechen von einem positiven Zusammenhang, wenn
Aussagen der Art: ,Je grofder X desto groflder ist auch Y*
zutreffen

» Wir sprechen von einem negativen Zusammenhang,
wenn Aussagen der Art: ,Je grol3er X desto kleiner ist Y
zutreffen
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Kovarianz

Kovarianz:
Zusammenhangsmal bei intervallskalierten

Merkmalen, das sich unmittelbar aus der
Varianz ableitet

5, =3 (x —X)% - X)= %(Z XX — nﬁj Varianz von X
=1

I & _ _ l [ <& _ i
S =30 R) (0 -9) = Sy | S
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Konzept der Kovarianz
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Erklarung T, e

°
- = .oo~.|

» Jeder Beobachtungspunkt o il
liefert einen Beitrag zur = -l S\
Summe. T

» Grune Punkte in den Quadranten
| und Il liefern positive Beitrage

» Rote Punkte in den Quadranten |l und IV liefern negative
Beitrage

» Die Grol3e des Beitrags entspricht der grau schraffierten
Flache

Nachteil:
Die Kovarianz ist nicht normiert und kann beliebige Werte
aufweisen

Einfiihrende Statistik 12 Korrelation & Regression



Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient nach Pearson ist das
wichtigste Mal} fur den Zusammenhang zwischen
zwel metrischen Variablen X und Y und ergibt
sich durch die Normierung der Kovarianz. Er ist
ein Malf} fur die lineare Korrelation!

Alternative Bezeichnungen fiir dieses Mal} in der
Literatur:

* Produkt-Moment-Korrelation,
* Bravais-Pearson-Korrelation,

 Linearer Korrelationskoeffizient
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Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient nach Pearson kann
durch folgende aquivalente Formeln
charakterisiert werden:

Z(X' X)(¥i—Y) cov(XY) _
\/ZX, X \/Zy 2 Std.AbW.(X)xStd.AbW.(Y)

_ ”Z&yi _ZXiZYi
e =(IX) Sy~ )
Hinwels:

wenn klar ist, um welche Korrelation es sich handelt wird oft
auch nur r statt ryy, geschrieben.

r, =COIfy, =
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Korrelationskoeftizient

J3pnH Ssndae

Der Korrelationskoeffizient liegt stets zwischen -1 und +1.

Korrelationskoeffizient nahe -1:
Die Mehrzahl der Datenpunkte konzentrieren sich um eine
Gerade mit negativer Steigung.

Korrelationskoeffizient ungefahr O:

Die Datenpunkte sind entweder auf alle vier Quadranten
ungefahr gleichmalig verteilt oder sie liegen um eine Gerade
die parallel zu einer Achse verlauft.

Korrelationskoeffizient nahe +1:
Die Mehrzahl der Datenpunkte konzentrieren sich um eine
Gerade mit positiver Steigung.
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Hohe positive Korrelation

Korrelation 0.91
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Hohe negative Korrelation

Korrelation -0.97
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Mittlere positive Korrelation

Korrelation 0.47
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Korrelation nahe O

Korrelation 0.05
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Was ist eine starke Korrelation?
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¢ Vorschlag von Cohen:

rl ~0,1 schwacher Zusammenhang
rl ~0,3 mittlerer Zusammenhang

r| ~ 0,5 starker Zusammenhang

st r deutlich grof3er als 0,5 spricht man von einem
sehr starken Zusammenhang

¢ Beachte: Die Relevanz des Wertes ist immer auch In
Abhangigkeit vom Stichprobenumfang n zu sehen.

4
¢
L 4
4
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Verschiedene Szenarien

r=0.73
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Test auf Signifikanz der Korrelation

J3pnH Ssndge

Will man Hypothesen der Form

H,: corr =0 versus H,: corrz0 (zweiseitig)
bzw.

H,: corr<0 versus H_: corr>0 (einseitig)

testen, so kann dies unter der Annahme einer 2-

dimensionalen Normalverteilung mit folgender Statistik
erfolgen:

rvn—2

v1-r?
Diese Teststatistik ist unter der Nullhypothese t verteillt
mit n-2 Freiheitsgraden.

{=

mit n—2 Freiheitsgraden
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Bivariate Normalverteilung
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Simulation aus einer 2-dimensionalen Normalverteilung
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e Counts
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Beispiel -
i X VI ¥ v v . . 3
1 =~ o o o Wir wollen die Nullhypothese i
2. 63 66 3969 4158 4356  testen, ob die Merkmale X und
3 67 68 4489 4556 4624 _ :
4 64 65 4096 4160 4225 Y unkorreliert sind.
5 68 69 4624 4692 4761
6] 62| 66| 3844| 4092| 4356 r&/N—2
7 700 68 4900 4760 4624 t= -
8 66/ 65 4356 4200 4225 v1-r
9 68 71 4624 4828 5041
10 67 67 4489 4489 4489 Kovarianz ~  Sxy 484
11 69 68 4761 4692 4624 Varianz X Sxx 1016
12 71 70 5041 4970 4900 VarianzY  Syy 467
Summe 800 811 53418 54107 54849
Korrelationen Korrelation | Rxy 0,70
X Y-
d= Bl i) APE i Teststatistik Zahler = 2,22
. 12 12 Nenner 0,71 L
Y Korrelation nach Pearson e 1 t 3,12 :;1;!,;_;?;;:3;? -
Signifikanz (2-seitig) ,011
N 12 12

Tabellenwert t,..0975 2,23 ==> Ho ablehnen

*. Die Korrelation ist auf dem Niveau von 0,05 (2-
seitig) signifikant.

Einfiihrende Statistik H Korrelation & Regression



N ®

Unabhingigkeit und Kausalitait

J3pnH Ssndge

+ Sind zweli Variablen statistisch unabhangig, so folgt
daraus, dass der Korrelationskoeffizient den Wert O
annimmt.

¢ Umgekehrt kann aus einer Korrelation von Nahe Null
nicht auf Unabhangigkeit geschlossen werden, da
die Korrelation nur den linearen Zusammenhang
misst.

Die Punkte 1im linken Beispiel
haben Korrelation null!

¢ Keinesfalls darf Korrelation mit Kausalitat
gleichgesetzt werden. Problem: Scheinkorrelation
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Simpsons Paradoxon (heterogene Gruppen)
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Kausalitat
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¢ Kausalitat bezeichnet die Beziehung zwischen
Ursache und Wirkung, wobei die Ursache ein
Sachverhalt ist, der einen bestimmten anderen
Sachverhalt (Wirkung) als Folge herbeifuhrt.
Kausalitat weist eine feste Richtung auf, die immer
von der Ursache ausgeht, auf der die Wirkung folgt.

+ Korrelation ist ungerichtet (beachte Symmetrie in der
Formel)

¢ Korrelation kann auch uber Drittvariablen entstehen
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Correlation vs. Causality
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Eat ice cream

Quelle: Eric Siegel. Predictive Analytics: Delivering on the Promise of Big Data.
IBM Government Analytics Forum, May2014

)
Einfiihrende Statistik 29 Korrelation & Regression



Scheinkorrelation
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~r—

More ice cream eaten by humans

Warm <7
weather ~y
More humans eaten by sharks

30 . :
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Nonsens-Korrelationen (1)
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Number people who drowned while in a swimming-pool
correlates with

Power generated by US nuclear power plants

Correlation: 90.12% (r=0.901179)

1959 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2003 2009
700 deaths B30 BEWh
[Ty
=1k}
= =
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= o
D 600 deaths 800 BKWh o
= =
g :
o =
B0 Z
L 500 deaths 750 BEWh &
E o
E 3
§ i
A
400 deaths 700 BEWh
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2003 2009

-8 Nuclear power plants =% Swimming-pool drownings

http://tylervigen.com/spurious-correlations
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Nonsens-Korrelationen (2)
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People who drowned after falling out of a fishing boat

correlates with
Marriage rate in Kentucky

Correlation: 95.24% (r=0.952407)

19499 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2005 2007 20035 2009 2010
20 deaths 11 per 1,000
{5 10 per 1,000 #F
= 2
/) [ =
g m
o 2
E 10 deaths 9per1,000 g
B0 =
E =%
£ 2
i Bper1,000 w©
0 deaths 7 per 1,000
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2005 2007 2003 2009 2010

-8 Kentucky marriages -# Fishing boat deaths

http://tylervigen.com/spurious-correlations

Einfiihrende Statistik a3 Korrelation & Regression



N ®

Korrelation bei1 ordinalen Daten

J3pnH SsndJe

Fur ordinalskalierte Variablen, eignet sich der

Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman.
Idee:

Verwende bei der Berechnung des Korrelations-
koeffizienten nicht den Wert der Beobachtungen X und Y
sondern den Rang, den diese Beobachtung aufgrund des
Wertes bei einer Sortierung nach X bzw. Y einnimmt.

X, ¥; ... gemessene Werte fur die i-te Beobachtung

e, Rang, den die i-te Beobachtung bei Ordnung
nach X einnimmt.

Ry, ..... Rang, den die i-te Beobachtung bei Ordnung
nach Y emnnimmt.

33 : ;
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Korrelation bei1 ordinalen Daten

09pny SNAIRIN B

Rang-Korrelation nach Spearman

it
Z[Hl‘g — Rz)(Ry; — Ry)
i=1

re = D:' = H.T':' — Hy:

\ i:fﬂ-’t':' — Rr)? ifﬁyi — Ry)?
i—1 i—1

no Die Formel links ergibt sich als
6% Df Vereinfachung der Formel fur
=1 den Korrelationskoeffizienten,

wenn man mit den Rangen
arbeitet

re=1— -
nin® —1)

34 : :
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Korrelation be1 ordinalen Daten
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Rang-Korrelation nach Spearman

Ist eine sogenannte nichtparametrische (robuste) Methode, da
Inferenzaussagen mit weniger Modellvoraussetzungen moglich sind und
die Ergebnisse nicht so stark von einzelnen Extremwerten beeinflusst
werden. Das 1st in etwa vergleichbar mit der Diskussion Median versus
arithmetisches Mittel

Voraussetzungen:

Der aus der Punktwolke vermutete Zusammenhang muss nur monoton
sein (monoton wachsend oder fallend). Es 1st kein linearer Zusammenhang
notwendig.

Beide Merkmale sind mindestens ordinal skaliert.

Eigenschaften:

Interpretation analog zum Korrelationskoeftfizienten nach Pearson;

Sein Wert wird weniger stark von Ausreil3ern beeinflusst als der des
Korrelationskoeffizienten nach Bravais und Pearson
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Beispiel

Rangreihung von 5 Universitaten durch 2 Gutachter

Universitat Gutachter 1 Gutachter 2 d.,~

09pny SNAIRIN B

A 1 3 4
B 2 1 1
C 3 2 1
o 4 a 1
E a u 1
3

- i D?

Rangkorrelation nach Spearman = 0.6 Z] :

— 1 L .
' n{n‘" |
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Rangkorrelation nach Spearman
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¢ Vortelle:

— Bereits anwendbar auf zumindest ordinal-skalierte
Daten

— Keine Annahme, dass die Beziehung zwischen den
Variablen linear ist.

— Der Rangkorrelationskoeffizient ist robust gegenuber
Ausreildern.

— Invariant gegenuber monotonen Transformationen
+ Nachtelile:

— Informationsverlust bei Vorliegen stetiger Merkmale

— Insbesondere bei normalverteilten Daten resultiert
daraus ein Genauigkeitsverlust

53] . .
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Vertrauen Sie dieser Korrelation?

09pny SNAIRIN B

r=0.483
-
m —
Berechnung der
<+ - Korrelation nach
s 0 o Bravais & Pearson
O o o
= 0
i O D%
© o
N —
-
o
I I I I I
2 3 4 5 6
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Elimination des extremen Datenpunkts

0opny SNAIRIN B

r= 0.041
o
o Berechnung der
o ] o 0 .
. o Korrelation nach
_ 7 Bravais & Pearson
o | o o
O
O
o = O
) o b :
°5 Praktisch keine
_ ° o Korrelation in den
- o tibrigen Daten !!
2
[ [ [ [
2 3 4 5
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Anwendung der Rangkorrelation
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Berechnung der Korrelation
nach Spearman ergibt fiir

das vollstandige Sample:
r=0,1113

0opny SNAIRIN B

Durch die Reduktion der Skalierung erfolgt
implizit eine schwachere Gewichtung

extremer Beobachtungen

Nachteil: Informationsverlust

Vorteil: Robust gegenuber Datenfehlern

Vergleichbar mit der Diskussion

Median versus arithmetisches Mittel
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Grundmodell der einfachen Regression

J3pnH Ssndae

+ Zielgrolde (abhangige Variable; Regressand) Y

¢ EinflussgrofRe (unabhangige Variable; Regressor) X

+ Im Beispiel.
— Y ... Kraftstoffverbrauch
— X ... Leistung

¢ Annahme:

Es besteht ein funktionaler Zusammenhang zwischen
den beiden Merkmalen: Y = f(X)
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J3pnH Ssndge

¢ Die Regressionsanalyse ist ein Instrument zur Untersuchung
eines funktionalen Zusammenhangs zwischen zwei
Merkmalen.

¢ Im Unterschied zur Korrelationsanalyse handelt es sich also um
ein gerichtetes Modell

¢ Dabei handelt es sich nicht um eine exakte Funktion im streng
mathematischen Sinne

+ Aufgrund von Messfehlern und Zufallseinflussen werden die
einzelne Messungen nicht idealtypisch auf dem
Funktionsgraphen liegen, sondern zufallig abweichen

¢ Wir erweitern unser Modell daher um einen Fehlerterm (zufallige
Komponente) e, wie folgt:

Y =f(X) + e
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Stochastischer Funktionszusammenhang
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Lineare Regression

J3pnH Ssndge

+ Die einfachste Form eines funktionalen
Zusammenhanges stellt eine lineare Funktion dar

¢ Modellvorstellung: der Zusammenhang zwischen X
und Y kann (zumindest stuckweise) durch eine Grade
mit einem additiven Fehlerterm beschrieben werden:

Y=Dby+bX+e
b, ... Abstand der Gerade vom Ursprung auf der Ordinate

b, ... Steigung der Gerade
e ... zufalliger Fehler
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Notation

0opny SNAIRIN B

Linearer stochastischer
Funktionszusammenhang

50

40 - Anstieg: by 1

0 2 4 6 8 10 12
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Intuitive Anpassung
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Versuche, die gelbe Gerade nach Augenmass so gut als moglich den roten Datenpunkten anzupassen!
Mit Hilfe der beiden Schieberegler konnen die beiden gelben Ankerpunkte der Geraden nach oben und unten verschoben werden.

Beachte, wie sich die beiden Paramefer der Geraden (Abstand und Steigung) verandern!
Wenn Du glaubst, den Zusammenhang gut beschrieben zu haben, kannst Du die
(nach dem Kleinst-Quadrate Prinzip optimale) Regressionsgerade einblenden.

Streudiagramm: Leistung - Verbrauch
14
12
£ L]
= 10
= ®
E a8 »—
S °
T @
[=]
E 4
@
=
2
l:l T T T T T T T T
] 20 40 G0 g0 100 120 140 160
Leistung in KW

180

Abstand: by = 2,95

Steigung: by = 0,05

Regressionsgerade einblenden

Regression=gera de ausblenden

a | _a |

B

- | _>|
links rechts
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Bestimmung der Regressionsgeraden
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ldee: Gerade so legen, dal® die Summe der QUADRATE aller
Abweichungen minimal wird.

Kleinst-Quadrate-Prinzip

Die optimale Regressionsgerade ergibt sich dann durch Losung

folgender Optimierung:

=
-

S Y cw (yi—bo—blxi)z—>min!
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Anpassung nach dem Prinzip der Kleinsten Quadrate

Die Aufgabe ist wieder, die gelbe Gerade mit Hilfe der beiden Schieberegler den roten Punkten moglichst gut anzupassen.

09pny SNAIRIN B

Maoglichst gut bedeutet, dass die Summe der quadratierten Abweichungen e; (blaue Linien) von der Geraden minimiert werden soll.

Die Summe der quadrierten Abweichungen wird Zur Kontrolle im blauen Kasten angegeben.

14

12

10

Kraftstoffverbrauch in 1M1100km

Streudiagramm: Leistung - Verbrauch

40 &0 a0 100 120 140 160
Leistung in KWW

180

Abstand: b, = 4,87

Steigung: b, = 0,033

Summe der &= 2,12

Regression sgerade einblenden

Regressionzgerade ausblenden

e e |

- - |

links rechts
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Analytische Herleitung
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(i) Zyi =nbo+b12xi
i=1 =1

(ii) inyi :bozxi +b12xi2
o = =

Aus (i) = b,=7-bXx

nach Substitution: == i=l =l
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Interpretation der Formeln fur Koeffizienten

J3pnH Ssndae

¢ Steigunqg der Regressionsgerade:

Kovarianz von X und Y dividiert durch die
Varianz von X

) n; Xi Yi _é Xiizz; Yi _ cov(X,Y)
var(X)

Exi-(2)

¢ Abstand auf der Ordinate:

Lineare Regressionsgerade verlauft durch den Schwerpunkt
der Punkte

N

1

N

b, =y —b,X
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Tabellarisches Rechenschema
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Nr. Xi Yi Xi? Xi*Yi Yi?
1 55 6,4 3025 352 40,96
2 74 7.6 5476 562,4 57,76
3 77 6,8 5929 523.6 46,24
4 85 7.9 7225 671,5 62,41
5 110 9,3 12100 1023 86,49
6 150 10,8 22500 1620 116,64
Summe 551 48,8 56255 4752.5 410,5
n n n
M!ttelwertvon X 91,83 A nZ X Y — Z XiZ Y.
Mittelwert von Y: 8,13 b i i i
. 0

n 5 n
Berechnung von by: i0e . = (Z X; j

I=1 =1
Nenner 33929.00 b= 0,05 .
Zahler 162620 bo- 3,73 b, =Y - b X
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Graphische Darstellung
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Streudiagramm: Leistung - Verbrauch

y = 0,05x

+ 3,73

Kraftstoffverbrauch in 1/100km

40,00

60,00 80,00 100,00 120,00 140,00
Leistung in kW

160,00

180,00
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Automatisierte Berechnung mit EXCEL

00pNH SNOIEIN (B)

Trendlinie formatieren o

Streudiagramm: Leistung - Verbrauch ven sechs VW-Golf Motoren
TRENDLINIENOPTIONEN +

OO |
o

4 TRENDLINIENOPTIONEN

Ii ) Exponential

Ii (® Linear

E () Logarithmisch
| M (I Polynemisch Grad s
u () Patenz

25 Gleitender )
o £ m | 2
\/ O Durchschnitt Zeitrau

Mame der Trendlinie

Treibstoffverbrauch in 11100km

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Leistung in kKW

(® Automatisch Linear (Datenreit
() Benutzerdefiniert

Prognose

Vorwrts PL
Riickwts PL
[ | Schnittpunkt = 0,0

[ | Farmel im Diagramm anzeigen

[ | BestimmtheitsmaP im Diagramm darstell
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Regressionsgerade als Instrument zur Vorhersage

09pny SNAIRIN B

Basierend auf den geschatzten Parametern
konnen wir fiir einen x Wert den zugehorigen y
Wert schitzen

Prognose-Szenarien

Wert von x Schatzwert fur y
40 5,65
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Analyse mit R

> # Eegression wia 1lm
> § =============================
F
> res.lm <- 1lm(fuel ~ kw)
> res.lmscoeff
(Intercept) kowr
3.7318076 0.0479285
> coefficients (re=.1m)
(Intercept) kW
3.7318076 0.0479285

> plot (kw, fuel,

xlab="Motorleiztung in
+ ylab="fuel in

> anova (res.1lm)

REesponse:
#F Zugriff auf Eomponente ¢

kow

Re=siduals

# Zugriff mit generischer ---

fuel

Df
11
4

Signif. codes:

n
o '

1 pro 100 km")

> abline (res=s.1lm)
> text (80, 10, paste("Y = ", round(res.lmicoeff[l], 3),
+ "o+ ", round(res.lmfcoeff[Z2], 3), " * X"}
=
> summary(re=s.lm)

Call:

Im{formula = fuel ~ kw)

Re=siduals:

1 2 3 4 = &
0.03207 0.32141 -0.62238 0.09418 0.295%95 -0.12123
Coefficients:
Estimate 5td. Error t walue Pri(>|t])

(Intercept) 3.731808 0.493988 7.465 0.001721 *=

kv 0.047929 0.005163 9.284 0.000749 =#===*
Signif. codes: O “**=f Q0,001 **=f Q0,01 **f Q.05 *," 0.1 * " 1
Eezidual standard error: 0.3282 on 4 degrees of freedom
Multiple R-=guared: 0.8557, Adijusted R-=sguared: 0.544¢6
F-ztati=stic: 86.2 on 1 and 4 DF, p-values: 0.0007487

Yerbrauch in | pro 100 km

Takble

Sum S5g HMean S5g F wvalue
2.9905 12.89905
0.6028 0.1507

0 VEEREF vEEE

0.001

vopuH SNOIRIN Q)

Pr (>F)

0.01

Be.185 0.0007487 #==*

g.05 . 0.1 " 1

10

Y= 3732 + 0.048

*X

80

I
100

I I
120 140

Motorleistung in kw
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N ®

Wichtige Eigenschaften der Regressionsgeraden

J3pnH SsndJe

¢ ,Fehlerausgleichende Gerade”

jiazo
=

Die Summe der Abweichungen von der nach dem KI.
Quadrate Prinzip optimalen Geraden ist gleich Null.

¢ Regressionsgerade lauft immmer durch den
Schwerpunkt der Punktwolke

y=Db, +b X
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0opny SNAIRIN B

K.Q. - Gerade geht immer durch den
Schwerpunkt

40

12
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Variabilitat der Regression

00pny SNAIRIN B

YA
y P(X,Y;)
y=Db,+bx
i
J (Y1_y):(yvi_§,i)+(§,i_y) Vi

n

SQT => (v, -¥)

=
n

SQR=3"(y,- 5, =3¢

)

n

SQE=>(y,-V)

1

<V

Totale Quadratsumme der Abweichungen vom
arithmetischen Mittel

nicht erklarte (residuale)
Abweichungsquadratsumme

erklarte Abweichungsquadratsumme

Einfiihrende Statistik

58 Korrelation & Regression



Zerlegung der Quadratsummen

N ®

J3pnH Ssndae

SQT = SQR + SQE
n 5 n 5 n 5
We=9F = >& = Y=y
=1 =1 =1
) r< = Bestimmtheitsmal}
()7 — y)z Anteil der erklarten
SQE | -
2= Q _ = Varianz an der
SQT ] v gesamten Varianz
Z(Yi = Y) .
| r = Korrelationskoeffizient
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Interpretation von r?

09pny SNAIRIN B

+ r’ kann Werte zwischen
— Null (kein Zusammenhang zwischen Y und X)
und
— Eins (alle Punkte liegen exakt auf einer Geraden)
annehmen

¢ Je naher r? bei eins liegt, desto besser wird Y durch X
mittels einer linearen Regression erklart

¢ r ist der Anteil der Variation von Y, der durch X erklart
werden kann
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Bestimmung von r? 1m Beispiel

0opny SNAIRIN B

Nr. Xi Yi X2 XiYi vii Y, o a2 e (G
1 % BA om0 oin am 1,77 3,12
2 74 78 46 5624 5T6 W22 @32 opln o078 0,85 0,73
3 . 68 55u9  53e  deon 740 @62 089 G 0,71 0,51
4 W w8 wm GNE wmm 7h e o 0% 0,33 0,11
5 110 93 12100 1023 8649 900 030 009 1,36 0,87 0,76
6 H 8 2Em B B e 02 eml 7 2,79 777
Summe 551 488 56255 47525 4105 4880 000 060 1359 0,00 12,99

Mittelwert von X: 91,83
Mittelwert von Y: 8,13

Berechnung von b1:
Nenner 33929,00 b,- 0,05

Zahler 1626,20 by - 3,73

SQT 13,59 100,0%
SQR 0,60 4,4%
SQE 12,99 95,6%
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Inferenzstatistik

00pny SNAIRIN B

¢ Es wird angenommen, dal} die Werte der unabhangigen
Variablen feste (nichtzufallige) Grolden sind.

¢ Es wird angenommen, dal} sich die Beobachtungen der
abhangigen Variablen durch einen in X linearen Term plus einer
zufalligen Storkomponente ergeben.

¢ Uber die Stérkomponente werden folgende Annahmen getroffen
— Keine systematische Storung, d.h. Erwartungswert ist null E(e;) = 0
— Konstante Streuung der Storkomponente Var(e;) = const.
— Die Storungen sind unabhangig voneinander Cov(e;, g,) = 0

— Die Storkomponente sei normalverteilt mit Erwartungswert O und der
Varianz c?
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Modellannahme

09pny SNAIRIN B

X

Die bedingten Dichten von Y fiir gegebenen Wert von X
unterscheiden sich nur in threm Erwartungswert
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Modell der linearen Einfachregression

09pny SNAIRIN B

fy|x Ist Normalverteilungsdichte N (fix. 0%).

o2 hangt nicht von x ab; (.« in der Regel schon)
Bedingter Erwartungswert ist lineare Funktion:

hy(x) = E(Y|X = X) = Gy + B1x.

Koeffizienten 3y und 34, unbekannt.

Koeffizienten 3y und 54 werden aus unabhangigen
Beobachtungspaaren (X;, Y;) 1 </ < n geschatzt.

Einfiihrende Statistik 64 Korrelation & Regression



Maximum Likelithood Schatzung

0opny SNAIRIN B

[ikelihood Funktion:

L= l_[ f]"le (}’i)

(h —Po—F1xi )2

H o
Es wird deutlich, dass die Schatzung

, 13 . ) nach dem Maximume-Likelihood Prinzip
LOQ leethOd' zu exakt den selben
Schatzergebnissen, wie das kleinste

Quadrate Prinzip fuhrt!

1 n
“2lL=n-In@m) +n - In@?) + =Y i = b — fix)
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Eigenschaften der Maximum Likelihood-Schatzer

09pny SNAIRIN B

3o und /31 beide normalverteilt
3 und /31 beide erwartungstreue Schatzer:

E(Go) = fo.  E(B1) = B

% 0*
Var(t) = sy

6% = %2?21(}/:' - 30 - .-’%1 Xf)2

o

§* = -5 > i_1(¥i — Po — 31X;)* ist ein erwartungstreuer
Schatzer der Fehlervarianz o2.
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Signifikanz der Regressionsbeziechung

09pny SNAIRIN B

+ Frage ist der Anteil der erklarten Varianz signifikant?
¢ Antwort: F-Test

¢ Erklarte durch nichterklarte mittlere Quadratsumme
(das ist die Quadratsumme durch die Zahl der
Freiheitsgrade dividiert)

¢ Diese Prufgrolde ist bei Gultigkeit der Nullhypothese,
dass kein Erklarungswert vorliegt, F-verteilt mit 1 und
n-2 Freiheitsgraden

SQE/1 r /1

"= SQRIN_2) (- n_2)
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Durchfiihrung des Tests

0opny SNAIRIN B

ANOVA (Analysis of Variance)
Quadratsummen Mittlere

Freiheitsgrade (df) (SS bzw. SQ) Quadratsumme Prifgrofi3e (F) P-Wert
Regression 1 12,990 12,990 86,195 0,0007
Residuen 4 0,603 0,151
Gesamt 5 13,593

r’= 0,956
(1-r?)= 0,044

(1-r?)/4= 0,011
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Schiatzung von G2

J3pnH Ssndge

Die Schiatzung der unbekannten Varianz der
Storkomponente 1st die Voraussetzung fur Inferenz uber die
Parameter bzw. fiir Konfidenzintervalle fir Prognosewerte.

Naheliegend 1st die nachstehende Formel (E(e)=0!)

G° = I ; Zn:eiz Fehlervarianz
n— &

Die positive Quadratwurzel fiihrt zum Standardfehler der
Residuen (Residual Standard Error)
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Konfidenzintervalle und Tests flir Regressionskoeffizienten

00pny SNAIRIN B

Schatzung der Varianz der Regressionskoeffizienten

: Interpretation:
)
: Z X i Bei1 grol3en Werten von x ist die
Or = > o Variabilitdt der Konstanten
nZ (X, — X)’ ceteris paribus grofer.
i=1
: Je starker die x-Werte streuen,
ad o desto geringer 1st ceteris paribus
4 i die Streuung beider
Z (X —X) Koeffizienten

=1
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Konfidenzintervalle und Tests flir Regressionskoeffizienten

00pny SNAIRIN B

P(bi = 6bitn—z;l—oz/z = :Bi = bi i &bitn—z;l—a/z) =l-a 1=0,1

1-a Konfidenzintervall fur die Regressionskoeffizienten:
[bi = &bitn—z;l—a/z E :Bi = bi T &bitn—2;l—a/2]

H, H, H, wird verworfen, falls
B=8  B=5 b-5"/6,
B <pB B> B 0 =5 6y >ty
gz B < /5 (b -5/ &bi <L,

()

> tn—2;1—a/2

Der Test fiir die Steigung ist 4quivalent zum Test auf Korrelation!
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Test fur die Regressionskoeffizienten

¢ Nullhypothese: b.=0

Koeffizient Standardfehler t-Statistik P-Wert
bo 3,732 0,500 7,465 0,0017
oF 0,048 0,005 9,284 0,0007

6°=0,60/4=0,15

> (% —-%)7 =D x’—nx*=56.255-6191,83" =5.654,8
i=1 i=1

. 0,15

= =0,005
5.654,8

+ Interpretation:
— by=0 ... Geht die Regression durch den Ursprung?

— b1=0 ... Ist die Steigung signifikant von Null verschieden?
Das entspricht im Fall der Einfachregression der zuvor diskutierten Fragestellung:
Ist der Anteil der erklarten Varianz signifikant?

Hinweis: Vergleiche den p-value fur die Steigung mit dem F-Test

0opnYy SNAIRIN B
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Uberblick iiber Testverfahren

09pny SNAIRIN B

+ Test auf Korrelation zwischen x und y

L Freiheitsgraden

V1-r?

¢ F-Test auf Erklarungswert von x in Bezug auf y
_ SQE/1 r’/1
SQR/(n-2) (1-r*)/(n-2) bei Giiltigkeit der
Nullhypothese F-verteilt mit 1 und n-2 Freiheitsgraden
¢ Test auf Signifikanz der Steigung
H,: b,=0 Ha: b#0  Teststatistik b, /o, st
unter der Nullhypothese t-verteilt mit n-2 Freiheitsgraden

+ Im Fall der linearen Einfach-Regression sind diese 3
Tests aquivalent
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Wie genau sind Prognosen?

0opny SNAIRIN B

@ Prognose fur den Mittelwert: Welchen Wert nehmen
Beobachtungen der abhangigen Variable bei einem
bestimmten Wert der unabhangigen Variablen im Mittel
an?

@ /ndividuelle Prognose: Welchen Wert nimmt eine neue
individuelle Beobachtung an emem Punkt x an?

Demo zum Konfidenzintervall - Vertra sinterval
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Konfidenzintervall fiir den durchschnittlichen Prognosewert

09pny SNAIRIN B

Y, —E(Y;) e o
T - ; t-verteilt mit n-2 Freiheitsgraden

Y-

- P(Y,—tS; <E(Y,)<Y, +1S, )=1-«

FUr eine konkrete Stichprobe ergibt sich damit das folgende
Konfidenzintervall fir den durchschnittlichen Prognosewert

(Vertrauensintervall)

yi —ts; SE(Y;) <Y +tsg
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Prognoseintervall fur individuellen Prognosewert Y,

09pny SNAIRIN B

(Y = o
= S— t-verteilt mit n-2 Freiheitsgraden
F

> P(Y, —tS, <Y, <Y, +1S, )=1-a

Aus einer konkreten Stichprobe ergibt sich somit das folgende
Konfidenzintervall flr die Prognose eines bestimmten
Einzelwertes an der Stelle x;:

Y, —ts. <Y, <y +ts,

- 1 (% =X)’
mit Y. =b, +b X und S =0 (1+—+ ( )

\ E Yo
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Anwendung 1m Beispiel

Prognoseintervall fur Einzelwerte (individuelle Prognosewerte)

se
1

0,388
2,78

Xi Sk Prognose UG OG
50 0,4717 6,12828 4,818722 7,437843
55 0,4604 6,36793 5,089596 7,646264
60 0,4504 6,60758 5,357137 7,858018
65 0,4416 6,84723 5,621119 8,073331
70 0,4342 7,08687 5,881326 8,292419
75 0,4282 7,32652 6,137561 8,515479
80 0,4237 7,56617 6,389658 8,742677
85 0,4208 7,80582 6,637483 8,974147
90 0,4194 8,04546 6,880947 9,209979
95 0,4196 8,28511 7,120006 9,450214
100 0,4214 8,52476 7,354668 9,694847
105 0,4248 8,76441 7,584988 9,943822
110 0,4297 9,00405 7,811069 10,19704
115 0,4360 19,2437 8,033051 10,45435
120 0,4438 9,48335 8261113 16 7558

00pny SNAIRIN B
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Vertrauens- und Prognoseintervall

0opny SNAIRIN B

=
AN

e o

O .

= — \Vertrauensintervall

i — Prognoseintervall

£

S

T =

O

—

2

S

(72}

=

® n

%
O p—

| | | |
50 100 150 200

Leistung in KW
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Prognosegenauigkeit

00pny SNAIRIN B

@ Genauigkeit der Prognosen an einer Stelle xo nimmt mit
zunehmenden Abstand zwischen xg und dem Mittelwert x
ab.

@ Die Lange von Konfidenzintervallen nimmt mit
zunehmenden Abstand zwischen xg und Mittelwert x zu.

@ Vorsicht bel Prognosen bzw. Konfidenzintervallen
aulerhalb des Bereichs, in dem Daten vorliegen!

,,Hidden extrapolation — ,,distance to model*
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Regression durch den Ursprung

0opnYy SNAIRIN B)

(ylaxl)-"(ynaxn) Y=t an
S = Ze Z( B0 )T =it
- Spezialfall:
O’S n
52—2221:(%_0 XI)XI:O X =..=X =1
n XY, :cZn:xi2 ZY.

i=1 n|:1 - _n y

iZ:l: XY Das arithmetische
O : Mittel 1st ein Kleinster
Z Xi Quadrate Schatzer
i=1
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Regression durch den Ursprung

09pny SNAIRIN B

Die schwarze Gerade
ergibt sich aus dem
T Modell y=b,+b,x, die
rote Gerade aus dem
Modell y=b,x

Verbrauch

o Im Zwelfelfall empfiehit

= es sich die Konstante

auch wenn sie nicht

: e » Signifikant ist im Modell
& zU belassen.
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Nichtlineare Zusammenhange

00pny SNAIRIN B

+ Beispiel: Stoppen der Fallzeit eines Gegenstandes aus
verschiedenen Hohen zur Bestimmung der
Erdbeschleunigung

¢ Ein Gegenstand wird aus einer bestimmten Hohe fallen
gelassen

+ die Fallzeit in Sekunden wird gemessen

¢ Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen der
Fallzeit und der Hohe??
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Mellergebnisse

nH snole]n @
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Lineare Trendlinie

09pny SNAIRIN B

Dauer des Falls in Abhangigkeit von der Hohe

0,8 - *

Dauer in sec

0,6

04 -

02

0,0 | ‘
0 2 4 6 8 10 12

Hohe in m
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Lineare Trendlinie durch den Nullpunkt

00pny SNAIRIN B

Dauer des Falls in Abhangigkeit von der Hohe

1,8
16 - y = 0,1674x
R® = 0,6024

1,4 *
2
1,0 -

0,8 -

Dauer in sec

0,6 -

04 -

02

0,0 \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10 12
Hohe in m
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Logarithmische Trendlinie

09pny SNAIRIN B

Dauer des Falls in Abhangigkeit von der Hohe

1,6

1,4 - 2

12

19 5 y = 0,3666Ln(x) + 0,4684

c
. R” = 0,9658

Dauer in sec

0,6

04 -

0,2

0,0

0 2 4 6 8 10 12
Hohe in m
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Anderung der x-Achse

J3pnH Ssndge

h=g/2*t> h...Hohe g...Erdkonstante t...Zeit

t=wurzel(2h/g) bzw. t=const.*wurzel(h)

const. = wurzel(2/g)

Wurzel(Hohe) Fallzeit
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Anderung der x-Achse

0opny SNAIRIN B

Fallzeit versus Wurzel(Hohe)

const:

g=2/const? y = 0,4501x
R? = 0,9965

8 10

(7))

c

- 03

(<))

?u

0 0,6 -
. Die Erdbeschleunigung,

betragt in Wahrheit
e ungefahr 9,81 m/s2.
0,0 \ \ \ \ \ \ 1
0,0 0,5 1,0 1.5 2,0 2,5 3,0 85

Wurzel (Hohe)
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Regression Diagnostics

0opny SNAIRIN B

(a) (b)

' @ (a) Outlier not at a high
leverage point and hence
not influential.

@ (b) Outlier at a
high-leverage point and
hence intluential.

@ (c) In-line at a high
leverage point and hence
not influential.

@ Influence on coefficients
— Leverage x Outlyingness

Einfiihrende Statistik 89 Korrelation & Regression



Residuen versus Fitted Values

Mo problem
(-3
o a “ﬂ
— - £ ‘ﬁ o
o
L) ﬂ-‘ °
= a
@ =]
n‘
a B "
g ° sy =
3 .
=
o« -] o @ o @
p—
nn e a 2
a
™o o
£+
]
T T T T
oo 0.2 04 0.8 0.8

Fitted

Fesidual

aa 0.5 10

-0.5

=1.0

=1.5

Heteroscedascity

Fitted

Residual

0.2 =01 00 04 02 03

=0.3

0opny SNAIRIN B

Nonlinear

-0.a

I
-0.&

I I I I
-04 02 00 0.z

Fiited

Predicted y;

Residuals,

Predicted y;

Residuals,

Predicted v;
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4 Datensatze von Anscombe

09pny SNAIRIN B

Datensatz 1 Datensatz 2 Datensatz 3 Datensatz 4
A1 Y1 X2 Y2 %3 Y3 X4 Y4
10 8,04 10 914 10 7 46 8 B .58
g 6,95 g 8,14 g 677 5 5,76
13 7 68 13 8,74 13 12,74 B 771
9 8,81 9 8.77 9 711 g 8,64
11 o,J3 11 Y.2b 11 fil=) o o4/
14 995 14 8.1 14 B 84 B 704
B .24 6 5,13 6 b 08 5 5.25
4 4 b 4 a1 4 5,34 19 125
12 10,84 12 913 12 8,15 8 5.56
7 4 52 7 726 7 b42 5 791
) 5 bS8 5 474 5 a 73 B b 5Y

Die Losungen der Regressionsgeraden sehen folgendermablen aus:

a) y=3+0,5*
b) y=3+0,5*
c) y=3+0,5*

d) y=3+0,5*

Fir jeden Datensatz gilt, dass die

Korrelation 0,816 und somit R?>=0,667 1st.
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4 verschiedene Interpretationen

14
12

10

o Bk G

20

14

o MOk OO O O

&Y

20
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14
12
10
'~ <

8
6
4
2
U 1 1

0 10 15 20
14
10

6

$

4

2

O T T

10 15 20
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Nicht-Normalverteilte Fehler

J3pnH SsndJe

+ Bel nicht-normalverteilten Fehlern bestenht die Moglichkeit sich
bei grolden Stichproben auf den zentralen Grenzwertsatz zu
berufen.

+ Allerdings verliert der Kleinst Quadrate-Schatzer an Effizienz,
wenn Fehlerverteilungen vorliegen, bei denen grolde
Abweichungen mit hoher Wahrscheinlichkeit vorkommen (heavy
tailed distribution)

+ Bei schiefen Verteilungen ist die Schatzung des bedingten
Erwartungswertes E(Y|X) problematisch

+ Multimodale Fehlerverteilungen deuten auf eine
nichtberucksichtigte Heterogenitat in der Population hin
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QQ-Plots von Residuen fur Simulierte Daten

Normal Residuals

Cauchy Residuals

150 250

50

Theoretical Cluantiles

Normal Q=-Q Plot

Theoretical Quantiles

Lognormal Residuals

Uniform Residuals

2 3 4 56

1

0

0.8
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Vorgehen bei Nicht-Normalverteilten Fehlern
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¢ Fur symmetrische Verteilungen, bei denen extreme
Abweichungen nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit
auftreten, sind die Konsequenzen der Verletzung der
Verteilungsannahmen haufig nicht allzu gravierend und
konnen bei der praktischen Anwendung unberucksichtigt
bleiben.

¢ Andernfalls kann man versuchen, durch geeignete
Transformationen der Zielvariablen (log, Wurzelfunktion) eine
bessere Anpassung an die Normalverteilung zu erzielen

¢ Nutzung alternativer Methoden:
— Robust Regression Models
— Generalized Linear Models
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