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I Tests fiir Mittelwerte

Marcus Hudec



Mittelwertsvergleich bei 2 gebundenen Stichproben

» Liegen 2 Beobachtungen an n Objekten vor, spricht man
von einer gebundenen Stichprobe

» Typische Struktur bei "stimulus-response” Versuchen

Obj.1
Beobachtung-1 X1

Beobachtung-2 2

Differenz oF

Obj.2 ... Obj.n
X2 Xn
Y2 Yn
do d,
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Mittelwertsvergleich bei gebundenen Stichproben

» Im Falle einer gebundenen Stichprobe kann die
Fragestellung durch Differenzbildung der einzelnen
Beobachtungen (Ubergang auf d=x-y,) auf den
Einstichprobenfall reduziert werden.

» Diese Vorgangsweise ist auch effizienter als die
Anwendung des Zweistichprobentests fur Mittelwerte

» Wenn bei gegebenen Daten eine paarweise
Differenzbildung sinnvoll moglich ist, ist dies die adaquate
Vorgangsweise

» Versuchsplanung: ==> Anstreben von gebundenen
Stichproben
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Beispiel

» 2 Dungemittel A und B werden auf 8 Versuchsfeldern
unter konstanten Bedingungen getestet

Feld 1 2 3 4 5 o6 7 8 Mittel

A 32 81 7,5 82 85 84 7,8 8,0 8,09

B 81 73 72 78 6,9 82 7,2 7,1 7,48

D 01 08 03 04 16 0,2 0,6 0,9 0,61
» Frage: besteht ein signifikanter Unterschied (a=0,05) in

bezug auf den Ernteertrag pro Hektar?
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Beispiel

Hotpp=pg=Hyipup =0
X, =8,0875 X, = 7,475d =0,6125
s, = 0,4883

s. =5, /~/n =0,4883 //8 =0,1726

U, 0975 = 2,3646
0,1726
p - value = 0,0093 -
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t-Test 2 verbundene Stichproben mit R

E{Iﬁﬂmﬁuh

> A<-c(8.2, 8.1, 7.5, 8.2, 8.5, 8.4, 7.8, B.0)
> B<—c(8.1, 7.3, 7.2, 7.8, &€.9, 8.2, 7.2, 7.1)
> t.test (A, B,paired=T)

Faired t-test

data: & and B
t = 3.5482, df = 7, p-value = 0.009367
alternative hypothesi=s: true difference in means i= not egqual to O
95 percent confidence interval:
0.2043087 1.0208913
sample estimates:
mean of the differences
0.6125
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> # t-Test werbundene Stichprobe

> F

>

» Ertrag <- c(8.2, 8.1, 7.5, 8.2, 8.5, 8.4, 7.8, 8.0,

+ 8.1, 7.3, 7.2, 7.8, €.9, 8.2, 7.2, 7.1}
Mittel <- cirep("a", 2), rep("B", 8))

t.test (Ertrag ~ Mittel, paired=T)

Paired t-test

data: Ertrag by Mittel
t = 3.5482, df = 7, p-value
alternative hypothesi=s: true
895 percent confidence interwval:
0.2043087 1.0206913

sample estimates:
mean of the differences

0.6125

{.009367

dirt in means i= not egual to O

> t.test (Ertrag ~ Mittel, paired=F)

Welch Two Sample t-test

data: Ertrag by Mittel

t = 2.8563, df = 12.122, p-wval

alternative hypothesi=s: true diff.

895 percent confidence interwval:

0.1615923 1.0634077

sample estimates:

mean in group A mean in group B
8.0875 7.4750

ans is not egual to 0
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Mittelwertsvergleich bei 2 unabhangigen Stichproben

» Falll:Varianzen seien bekannt

» Wir betrachten 2 unabhangige Stichproben von 2
Grundgesamtheiten

» Parameter der Grundgesamtheiten:

2 2
“1’“2 01’62 N1’N2

» Parameter der Stichproben:

X% S.S M,n
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Fall -1 Bekannte Varianzen

Modellannahmen

<
<

Die beiden Stichproben sind unabhangig

Entweder stammen die Stichproben aus normalverteilten
Grundgesamtheiten, oder die Stichprobenumfange n, n,
sind so grof3, dass mit dem zentralen Grenzwertsatz die
Normalverteilung der Mittelwerte gerechtfertigt werden
kann

Die Grundgesamtheiten N, N, sind so grof3, dass der
Korrekturfaktor fur endliche Grundgesamtheiten
vernachlassigt werden kann.

Die Varianzen der Grundgesamtheit sind bekannt
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Teststatistik im Fall 1

» Unter den obigen Annahmen ist
_ (X1 B X2)_ (“1 B “2) _ N(O,1)

2 2
\/61 + G,
n, n,

» Und unter Hy: p, =1,

Z

7 — (X1_)_(2) ~N(O1)
o or
n1 n2
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Teststatistik im Fall 1

» Im Spezialfall konstanter (homogener Varianzen)
vereinfacht sich der Ausdruck fur die Teststatistik wie

folgt:
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Fall-2: Varianzen seien unbekannt

» 2a) Annahme homogener Varianzen

» Parameter der Grundgesamtheiten:

2 _ 2 _ 2
M Mo 0,=0,=60 N1’N2

stellung 1n
g auf die Alternativen

» Parameter der Stichproben:

Dichtefunktion
0.2 0.3 04

0.1

0.0




Modellannahmen Fall2a

» Die beiden Stichproben sind unabhangig

» Entweder stammen die Stichproben aus normalverteilten
Grundgesamtheiten, oder die Stichprobenumfange n, n,
sind so grof3, dass mit dem zentralen Grenzwertsatz die
Normalverteilung der Mittelwerte gerechtfertigt werden
kann

» Die Grundgesamtheiten N,, N, sind so grof3, dass der
Korrekturfaktor fur endliche Grundgesamt-heiten
vernachlassigt werden kann.

» Die Varianzen der Grundgesamtheit sind unbekannt aber
in beiden Gruppen gleich
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Teststatistik im Fall 2a

, _ (X, —X,) Wir greifen a
n, +n, Folie 10 zurtick
o nn aber die Varianzen schitzen
1 2
X, — X .
t = (X~ X,) mit c=s=

A \/(n1 B 1)312 + (nz B 1)32

n+n,—2

~ N, +nN
o) 1 2

nn, ‘ s..."pooled variance estimate,,
Gewogener Mittelwert aus den beiden

Varianzschatzungen der beiden Stichproben

Die Teststatistik t ist t-verteilt mit n,+n,-2 Freiheitsgraden
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Beispiel zu Fall 2a

» Die durchschnittliche Intelligenz zweier Personengruppen
soll verglichen werden

» Annahmen:

|Q ist in jeder Gruppe normalverteilt und die Varianz
ist in beiden Gruppen gleich grof3

n =12 X, =130 s, =22
n,=10 X, =127 s, =18
Horp, =, Hitp, #p,
t20,0,995 = 12,845
z:(”1—1)312+(n2—1)52 :11'2,22+9'1,82
n+n, -2 20
C(X,-%,)  130-127

. [n,+n, 22
V412, |——
° n.n, 120
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Beispiel mit R

'1!1?tmﬁnh o || =&
> boxplot (BWT ~ SMOEE, notch=T) 2
¥ t.test {BWT -~ SMORE, war.egual=T)
Two Sample t—test
data: BWI by SMOEE
t.= 2.6336, df = 187, p-wvalue = 0.00915&
alternative hypothesis: true difference in means is not. equal to O
85 percent confidence interval:

70.69274 482 _73382 (= : v y S
sample estimates: R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) =1=00
mean in group O mean in group 1

3054.957 2773.243
>
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Mittelwertsvergleich bei 2 unabhangigen Stichproben

» Fall2:Varianzen seien unbekannt

04

» 2b) Varianzen sind verschieden
» 2bl) groB3e Stichproben

Einsetzen der Stichprobenschatzer
fur die unbekannten Varianzen ist "
bei grof3en Stichproben
unproblematisch

» 2b2) kleine Stichproben

Dem Einsetzen der
Stichprobenschatzer fur die
unbekannten Varianzen muss bei
kleinen Stichproben Rechnung

getragen werden = t-Verteilung
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Teststatistik im Fall 2b1

» Fall2:Varianzen seien unbekannt

» 2b) Varianzen sind verschieden
» 2bl) grofB3e Stichproben

» Entweder stammen die Stichproben aus normalverteilten
Grundgesamtheiten, oder wir konnen mit dem zentralen
Grenzwertsatz die Normalverteilung der Mittelwerte
rechtfertigen

» Unter H, (siehe Folie 10):

> — (X1 B Xz) . N(O,1)
S; | S,
+
n n

18 Datenanalyse & Statistik — Tests fiir Mittelwerte



Beispiel zu Fall 2b1)

» 2 Ubungsgruppen von Studenten

=50 X,=78 s,=7
Ho3M1=Hz H1:“1¢M2
Z

Lo XX 74-78 249

s? s \/ g 7?
2 +
n, n, 40 50

Entscheidung:H,
p—value=0,01277
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Teststatistik im Fall 2b2

Fall2:Varianzen seien unbekannt

2b) Varianzen sind verschieden
2b2) kleine Stichproben

Die Stichproben stammen aus normalverteilten
Grundgesamtheiten

Fisher-Behrens-Problem
Approximation nach Welch: Bei Gultigkeit von H:

o 2
= 2
- X,) ns,
2
2

S? ; s2n. )’ 1
\/1+ (122] [(n,—1)+
n1 nz n182 n. —1

2
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Beispiel zu Fall 2b2)

» 2 Gruppen von Autofahrern
n =15 X =53km/h s =22,8
n,=20 X,=4lkm/h s, =215

Hoip <, Hyip > p,

. X=X 5341 1,56
s> s \/22,82 21,5
L4 +
n n 15 20

2
dgf = L) o3

C1,5%/14+1/19
£y 005 = 1,6939

Entscheidung : H,

Bei der
Approximation
nach Welch
werden die
Freiheitsgrade der
t-Verteilung
verandert!
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Losung mit R

> n.l <- sum|SMOEE==0)
} Variant 2b| > n.2 <- sum|SMOEE==1)
> mean.) <- mean (BWI [SMOEE==0])
> mean.l «<- mean (BWI [SMOEE==1])
> wvar.0 «<- wvar (BWI[3MOEE==0])
> wvar.l «<- war (BWI [SMOEE==1])
>B 2 1 «- (mean.0-mean.l)/sqgrt(var.0/sum(SMOEE==0) +var.1l/sum (SMOKE=1}) )
>B 2 1
[1] 2.70%9457
> 2% (l-pnorm(B 2 1)) > s2n. )\’
[1] 0.006739335 > n.0 [1+ L j]
> | [1] 115 df = n,s,;
T (anzjzf(n -
. [1] 74 2 17
» Variante 2b2 > 5.0 + 0.1 - 2 e
[1] 187
» df.z «- (l+var.0*n.l/(n.0%*var.1))"2
> t.test (BWL ~ SMOEE) » df.n €- (var.0*n.1/(n.0%var.1l)) "2/ (n.0-1)+1/(n.1-1)

» df.z/df.n
[1] 170.0013

Welch Two Sample t-test }|

data: EBWI by SMOEE
t = 2.7085%, df = 170.001, p-wvalue = 0.00743
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0O
895 percent confidence interwval:
Te.46677 486.95979
sample estimates:
mean in group 0 mean in group 1
3054.857 2773.243
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2-Stichprobenfall mit unbekannter Varianz




Test auf Gleichheit der Varianzen

» Naturlich existieren auch Testverfahren, mit dem man testen kann,
ob die Varianzen von 2 Gruppen gleich oder verschieden sind.

» In manchen Buchern wird empfohlen, die Wahl der Methode in
Abhangigkeit von diesem Test zu treffen.

» Wenngleich dies in der Praxis haufig angewendet wird, ist dies im
streng konfirmatorischen Sinn kein valides Vorgehen, da ja auch der
Test auf Gleichheit der Varianzen fehlerbehaftet ist (a-, B-Fehler)

» Die Wahl der Methode (des konkreten Testverfahrens) ist streng
konfirmatorisch unbedingt vor Ansicht der Daten zu treffen, wenn
man das a-Niveau einhalten will.

» Der Test auf Gleichheit kann als diagnostisches Hilfsmittel
verstanden werden, ob das ex ante gewahlte Modell passt.
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Vergleich von 2 Varianzen mit F-Test

» Unter der Annahme, dass die Daten aus 2
normalverteilten Grundgesamtheiten stammen, existiert
ein einfacher Test auf Gleichheit der beiden Varianzen.

» Dabei bildet man den Quotienten der beiden
Stichprobenvarianzen, welcher bei Gultigkeit der H, F-
verteilt ist mit Freiheitsgraden n,-1 und n,-|

» Beachte, dass beim einseitigen Test jene Varianz im
Zahler des Bruchs steht, von der wir zeigen wollen,
dass sie grof3er ist.

» Beim zweiseitigen Test steht immer die grof3ere
Varianz im Zahler des Bruchs.



Vergleich von 2 Varianzen

einseitiger Test zweiseitiger Test
Hg :of 3 o3 Ha :o% £ oF Hg @ 0% = of
Hypothese . _ 12 - § ? ; N % ’ . 12 g
TestgroBe - 5% - 5% grofiere Warianz
Serte -z T2 N i
(F-v'ereilung) 55 = kleinere Yarianz
Freiheitsgrade dfy =ny-1 dfz = no-1
Ruckweisung Hgy ablehnen, falls F > F, Hg ablehnen, falls F » Fcu'z
R R Console
|> var.0
[1] S566119.3
> war.l

[1] 435699.2
> var.test (BWI ~ SMOEE)

F test to compare two variances

data: BWT by SMCEE
F = 1.2993, num df = 114, denom df = 73, p-wvalue = 0.229
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interwval:
0.8469514 1.955057%
zample estimates:
ratio of wariances
1.299335
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Beispiel zum Vergleich von 2-Varianzen

» Wir haben Beobachtungen aus 2 Gruppen

> x1
[1] 93 102 88 81 90 9S9& 90 111 100 113 9e 82 129 99 90 98 84 110 110 B1
> ®2
[11 1032 98 94 111 101 103 8% 92 100 100 91 98 9 100 114 SE 90 101 101 110 102 989& 108 100 92

ﬁ : Der Boxplot zeigt deutlich,
7 e dass in Gruppe | die

R Streuung wesentlich groB3er
. zu sein scheint.




Einseitiger Signifikanztest

» Ho:6,2 = 6,2

» Hy:o2> oy°
» Alpha = 0,05
Kritischer F-Wert: df = 19, df = 24 = 2,04
s;>= 164,16 s,> = 42,09

vV Vv

F-Verteilung mit DF1=19, DF2=24

» Varianz-Quotient: 3,90

Testwert > kritischer Wert
=> signifikantes Ergebnis -

p-value = 0,00103

v

v

00 02 04 08 08 1.0




Zweiseitiger Signifikanztest

> H0°cs|2 = G,

» Hyo2 # 0,2
» Alpha = 0,05
Kritischer F-Wert: df = 19, df = 24 = 2,3452

vV Vv

= 164,16 s,> = 42,09
» Varianzquotient: 3,90

Testwert > kritischer Wert
=> signifikantes Ergebnis

p-value = 0.0029

v

v




Mittelwertsvergleich bei mehr als 2 Stichproben

» Im Fall von 2 Gruppen kennen wir nunmehr verschiedene
Varianten des t-Tests fur den Vergleich der Mittelwerte

» Liegen k > 2 Gruppen von Beobachtungen vor und man
mochte testen, ob sie sich die Gruppen signifikant in
Bezug auf den Mittelwert unterscheiden, ist es nicht
adaquat einfach mehrere paarweise Vergleiche
durchzufuhren.

» Als Standardmethode wird bei Annahme der
Normalverteilung und konstanter Varianz in den Gruppen
die einfache Varianzanalyse verwendet.
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Einfache Varianzanalyse

» Methode geht auf Sir Ronald Fisher zuruck

» Ein Faktor teilt eine Grundgesamtheit in k-Gruppen ein,
wobei k>2 sei (ONEWAY ~ einfache Varianzanalyse, d.h.
nur ein Faktor wird berucksichtigt, Ein-VWeg-
Varianzanalyse)

» Allgemeiner: ANOVA ... Analysis of Variance
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Beispiel

Fog-Index: Lesbarkeit von Texten
0,4*(durchschnittl. Anzahl Woérter pro Satz+Prozentsatz der Waorter mit
mehr als 3 Silben)
Newsweek 10,21 9,66 7,67 5,12 4,88 3,12
Scientific American 15,75 11,55 11,16 9,92 9,23 8,2
Sports lllustrated 9,17 8,44 6,1 5,78 5,58 5,36

Aus jedem Journal der 3 Journale wurden 6 zufallige

Artikel ausgewahlt und jeweils der Fog-Index

ausgewertet.

32
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Fragestellung:

» Sind die beobachteten Mittelwerts-Differenzen zufallig
oder Ausdruck eines systematischen Effekts!?

» Bevor wir eine inferenzstatistische Analyse durchfuhren,
ist eine deskriptive Darstellung der empirischen Daten
sinnvoll

Mittelwert Varianz|Standardabw.

Newsweek 6,78 8,12 2,85

Scientific American 10,97 7,00 2,65

Sports lllustrated 6,74 2,68 1,64
Gesamtmittel 8,16
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Deskriptiver Vergleich mit Boxplots

34
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Alternative Visualisierung
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Statistisches Modell

» Faktor A mit Auspragungen a,..., a,

Vi pH G i=1....k j=L...n > =0

Gesamtmittel Effekt der Gruppe

& ~N(0,0%)
Die Modellgleichung unterstellt, dass sich ein
Messwert y; konzeptionell wie folgt
Im Beispiel: zusammensetzt:
A Zeitung Gesamtmittelwert
plus
21 Newsweek spezifischer Effekt der Gruppe - i
a2 Scient. Amer plus

fallige Streuung der Beobachtung j in Gruppe — i
a3 Sports lllustrated ZUtallig uung ungj uppe — 1
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Fehler-Modell

4

04

0.3

0.2

0.1

0.0

Bezuglich des Fehlers nehmen wir an, dass die Beobachtungen
innerhalb einer Gruppe jeweils mit der gleichen Varianz um
den gruppenspezifischen Mittelwert entsprechend einer
Normalverteilung streuen

E(y,)=u+e; i=L1...k j=L...n > =0
1 g ~N(0,0%)

Modellannahme:
Varianzhomogenitét
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Interessierende Hypothese

» Wir sind interessiert zu testen:

» Hyoy=...=a, =0 gegen

» H:a, # 0 fir zumindest ein i € {I,2,...,k}.

» Das entspricht der Nullhypothese, dass die
Erwartungswerte aller Gruppen gleich sind:
Ho =y =0 = 1y

» Falls H, abgelehnt wird, ist der Einfluss des Faktors zum
gewahlten Niveau statistisch abgesichert. Alternativ
konnen wir auch sagen, dass zumindest eine Gruppe

einen signifikant unterschiedlichen Erwartungswert
aufweist.
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Notation fur k Gruppen mit je n Beobachtungen

Y11 Y12 T Y1n
Yi1 Yio Yin
Y1 Yo Yn

Fiir Notation vereinfachende Annahme:
konstante Anzahl von n Beobachtungen in jeder der k Gruppen




Konzept der Varianzanalyse

» Zur Analyse des Unterschiedes in Bezug auf den
Mittelwert zwischen den k Gruppen wird die gesamte in
der Datenmatrix enthaltene Streuung in zwei
Komponenten zerlegt:

Variabilitat zwischen den Gruppen
Variabilitat innerhalb der Gruppen

» Der beobachtete Unterschied ist umso bedeutsamer; je
geringer der Anteil der Variabilitat in den Gruppen und je
grol3er daher der Anteil der Variabilitat zwischen den
Gruppen ist
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Rechenschema der Varianzzerlegung

» Spezialfall: Jede Auspragung des Faktors wird genau n-mal
wiederholt. Insgesamt gibt es dann N=n*k Beobachtungen

Source of SS degrees of Sum of Squares  Mean Squares

Variation freedom

Treatment SSA k-1 MSA=SSA/(k-1)
nZ(y. y)

Error SSE  k(n-1) Z(y,, Y.) MSE=SSE/k(n-1)

Total SST  kn-1 Z(yi,- -y

SSTreatment ~ SSBetween ~ SSExplained
SSError ~ SSWithin
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Teststatistik

» Falls die Modellvoraussetzungen erfullt sind, weist die
Teststatistik F-Test = MSA/MSE unter der Nullhypothese
eine F,_, ., —Verteilung auf

» siehe die Spalte df (degrees of freedom) in der ANOVA-
Tabelle

» H, wird genau dann zu einem Niveau o abgelehnt, falls die
F- Teststatistik grofBer als das entsprechende |- o Quantil
der F-Verteilung mit k-1 und k(n-1) Freiheitsgraden ist
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Detaillierte Berechnung (sieche XLS)

Newsweek 10,21 9,66 7,67 5,12 4,88 3,12

Scientific American 15,75 11,55 11,16 9,92 9,23 8,2

Sports lllustrated 9,17 8,44 6,1 5,78 5,58 5,36
Mittelwert Varianz|Standardabw.

Newsweek 6,78 8,12 2,85 Gesamtmittel 8,16
Scientific American 10,97 7,00 2,65
Sports lllustrated 6,74 2,68 1,64

SSTREATMENT 70,93

SStoTAL 4,20 2,25 0,24 9,25 10,77 25,41

57,59 11,48 8,99 3,09 1,14 0,00

1,02 0,08 4,25 5,67 6,66 7,85

159,94

SSRgesiduals 11,79 8,31 0,80 2,74 3,60 13,37

22,86 0,34 0,04 1,10 3,02 7,66

5,91 2,90 0,41 0,92 1,34 1,90

89,01
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Ergebnis

Sum of Mean
Df Squares Squares F-value p-value
SSTREATMENT 2 70,93 35,46 5,98 0,01234
SSResiduals 15 89,01 5,93
SStoTaL 17 159,94 9,41

Der F-Test testet die Hypothese, ob es uberhaupt
Unterschiede zwischen den Mittelwerten der Gruppen gibt.

Die Teststatistik ist definiert durch den Quotienten
MSrearmenT/MSgesiquais UNd folgt unter H, eine F-Verteilung
mit k-1 und N-k [k(n-1)] Freiheitsgraden.

Grolde Werte signalisieren, dass die Variabilitat zwischen
den Gruppen im Verhaltnis zur Variabilitat in den Gruppen
bedeutsam ist =» kleiner p-value =» signifikante Differenzen.

44
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Multiple Paarvergleiche

Der F-Test testet die Hypothese, ob es uberhaupt
Unterschiede zwischen den Gruppen gibt.

Angenommen der F-Test liefert ein signifikantes Resultat,
so bedeutet dies, dass nicht alle Gruppenmittelwerte
gleich sind.

Aber: Welche der Gruppenmittelwerte unterscheiden sich
wirklich (statistisch nachweisbar) voneinander?

Keine adaquate Strategie ist es, einfach alle paarweisen
Vergleiche zu rechnen.
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Multiple Paarvergleiche

k

2) paarweise Vergleiche.

Bei k-Gruppen gibt es (

k-Gruppen |Paarvergleiche

3 3

4 6

5 10
6 15
7 21
8 28
9 36
10 45

Da sich die einzelnen Fehlerwahrscheinlichkeiten der
vielen Paarvergleiche kumulieren, ist der Fehler 1.Art
wesentlich groRer als die fur jeden einzelnen
Paarvergleich gewahlte Irrtumswahrscheinlichkeit.
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Multiple Vergleiche

» Das Problem multipler Vergleiche (multiple comparisons) tritt
beim Hypothesentesten immer dann auf, wenn durch das
wiederholte Anwenden von Hypothesentests im Rahmen einer
empirischen Untersuchung der Fehler |.Art vergrofB3ert wird.

» Ziel muss es sein, den studienweiten Fehler fur die gesamte
Untersuchung zu kontrollieren (experimentelle Fehlerrate,
experimentwise oder familywise error rate).
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Multiple Vergleiche

» Fuhren wir im Rahmen einer Erhebung m unabhangige
Vergleiche durch, und nehmen wir an, dass jede einzelne
Nullhypothese zutrifft, so erhoht sich der Fehler |.Art fur die

gesamte Untersuchung wie folgt:

. e : : o = 0,05
» a...gewahlte Signifikanzniveau pro Einzeltest
» a*... Signifikanzniveau dieser Untersuchung m o
1 0,05
2 0,10
3 0,14
4 0,19
* m 5 0,23
a4 = 1 (1 a) 10 0,40
20 0,64
50 0,92
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Bonferoni Korrektur

Fiir den Fall, dass wir m nicht unabhingige Vergleiche
durchfiihren, konnen wir aufgrund der Boole-schen
Ungleichung folgende Aussage treffen

a <m-«

Wir konnen diese Aussage dazu verwenden, um mit einem
einfachen Trick sicherzustellen, dass die gesamte Fehlerrate
unterhalb eines gewiinschten Niveaus o liegt. Indem wir fiir
jeden der m Einzeltests mit a* /m testen. Die Fehlerrate der
einzelnen Tests wird also so berechnet, dass man die
gewlinschte experimentelle Fehlerrate durch die Gesamtzahl
der durchzufiihrenden Tests dividiert.

Diese konservative Vorgehensweise ist unter dem Namen
Bonferroni-Korrektur bekannt.
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Bonferoni Korrektur

Will man also bei k Gruppen nachtesten, welche paarweisen
Unterschiede signifikant sind, muss man das Signifikanzniveau
adjustieren (,multiple comparisons problem®)

Die einfachste (konservative) Methode: Bonferoni-Korrektur

K
a*za/[ ]
2

Dementsprechend wird jeder Paarvergleich zum Niveau 2o /(k?-k)
getestet werden, um insgesamt ein Niveau von o aufrechtzuhalten.

Bei k=3 bedeutet dies, dass um die experimentelle Fehlerrate von
5% zu erhalten, alle 3 Paarvergleiche

H.: p,=un,, H: p,=p;und H_: u,=p, zu einem Niveau von
1,6667% getestet werden mussen. Dies entspricht einer
Multiplikation der rohen p-values mit 3.
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51

finfache Varianzanalyse mit R

> resz.aov <— aov(Fog.Index~Zeitschrift, data=daten)
> res.aov

Call:
aopv (formula = Fog.Index ~ Zeitschrift, data = daten)
Terms:
Zeitschrift Residuals
Sum of Sguares T0.92888 EB9.01250
Deg. of Freedom 2 15

Eesidual =tandard error: 2.436015
Eztimated effects may be unbalanced
> Summary (res.aov)

Df Sum 5q Mean 5gq F walue Pr(>F)
Zeitschrift 2 70.93 35.4% 5.976 0.0123 =
Residuals 15 E885.01 5.93

Signif. codes: O “e®=&r 0 Q01 Ye**f 0 Q1 “*f Q.05 *.* 0.1 7 1
> pairwize.t.test (Fog.Index, Zeitschrifc, p.adj="bonferroni™)

Pairwise comparisons using t tests with pooled 3D
data: Fog.Index and Zeitschrifc
Hewsweek Scientific American
Scientific American 0.028 -

Sports Illus=str. 1.000 0.027

P walue adijustment method: bonferroni

-~ 1
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Bartlett Test

» Pruft, ob k Stichproben aus Grundgesamtheiten mit gleichen
Varianzen stammen.

» Der Bartlett Test setzt eine Normalverteilung in den k
Gruppen voraus und reagiert sensitiv auf die Verletzung dieser

Voraussetzung.

¥ # s >
Hy : rrf = .= rrfvs. H, : 31, 7 mit rrf # 0;

(N = k) 11](.5'5} — % (ni—1)In(S?

1 ke 1 1

X? =
=y ( ic1m1) — ;x'—a-)

;" 1
mit N = Z n; und Sﬁ — N % Z(”i — 1 }‘5? der gepoolten Varianz.
i=1 : Lo

» Die Teststatistik ist unter H, approximativ Chi*-verteilt mit k-|
Freiheitsgraden
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Levene Test

» Der Levene-Test ist ein Signifikanztest, der es erlaubt
auf die Gleichheit der Varianzen (Homoskedastizitdt) von
zwei oder mehr Grundgesamtheiten (Gruppen) zu prufen,
ohne dass wir die Annahme einer Normalverteilung
benotigen.

» Die Nullhypothese ist, dass alle Gruppenvarianzen gleich
sind. Die Alternativhypothese ist, dass mindestens ein
Gruppenpaar ungleiche Varianzen besitzt
(Heteroskedastizitat).

» Der Levene-Test ist eine robuste Alternative zum
Bartlett-Test, der Normalverteilung voraussetzt.
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Levene Test

2 2 2
H,:0, =0, =...= 0,

H o' # sz fiir mindestens ein Gruppenpaar i,j mit i # |

(N k)
» Die Teststatistik ist formal identisch zur Teststatistik der
einfachen Varianzanalyse fur die Gleichheit von k-
Gruppenmittelwerten. Allerdings reprasentiert ein

,Gruppenmittelwert Z* eine robuste Schatzung der
Gruppenvariabilitat.
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4 > bartlett.test (Fog.Index~Zeitschrift)

Bartlett test of homogeneity of wvariances

data: Fog.Index by Zeitschrift
 Bartlett's KE-=2quared = 1.4552, df = 2, p-value = 0.4831

> levenelest (Fog.Index~Zeitschrift) # Library car
Levene's Test for Homogeneity of Variance (center = median)

Df F walue Pr(>F}
group: 2 1.1018 ©9.3577

15
Warnmeldung:
In leveneTest.default({y = v, group = group, ...} : group coerced to factor.
¥ levene.test (Fog.Index, Zeitaschrift) # Library lawstat

modified robust Brown-Forsythe Levene-type test based on the absolute deviations from the
median

data: Fog.Index
Test Statistic = 1.1018, p-value = 0.3577
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Modell-Annahmen

» Normalverteilung: F-Test robust gegenuber Verletzung,
sofern Abweichung von Normalverteilung nicht zu stark!

» Annahme gleicher Varianzen in den Gruppen
(Homoskedastizitat): Wichtige Annahme!

» Wenn Gruppen verschiedene Varianzen haben, ist der
Fehler erster Art nicht mehr garantiert.

» Mogliche Auswege:
Varianzstabilisierende Transformationen
Verwenden der Welch-Korrektur beim F-Test (analog zum
2-Gruppenfall)
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Variante ohne Annahme gleicher Varianzen

Verallgemeinerung der Welsh-Korrektur fur den
Fall von k>2

E%Eltmﬁnh

|} oneway.test (Fog.Index~Zeitachrift)
Cne-way analysis of means (not assuming egual variances)

data: Fog.Index and Zeitschrift
F = 5.53316, num df = 2.000, denom df = 9.335, -p—value = 0.02603
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Nichtparametrische Alternative

» Haufig gibt es Situationen, bei denen man der
Modellvoraussetzung der Normalverteilung fur den t-Test
(bzw. der einfachen Varianzanalyse) zum Vergleich der
Mittelwerte von 2 (bzw. k>2) unabhangigen Stichproben
nicht trauen kann.

» Im Fall von 2 Gruppen eignet sich der U-Test nach Mann
und Whitney (auch Wilcoxon Test fur 2-unabhangige
Stichproben genannt) als echte Alternative.
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Mann Whitney U-Test

» Der U-Test ist fur den Fall nicht-normaler Merkmals-
Verteilungen geeignet, um auf die Gleichheit der
Mittelwerte zu testen.

1.0

» Als einzige Voraussetzung
gilt die Bedingung, dass N
die Form der Verteilungen .
in den beiden zu
vergleichenden Gruppen
gleich und stetig sein
mussen.

06

04

0.z
I

0.0
I

%1
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Mann Whitney U-Test (Wilcoxon Test)

60

Dichtefunktion f{x)

Mogliche Alternativen

| |
0 2

Parameter

10

Verteilungsfunktion F(x)

Mogliche Alternativen

| | |
0 2 10

Parameter
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Dichtefunktion f{x)

Modell: t-Test mit homogenen Varianzen

MoGgliche Alternativen Mogliche Alternativen
£
L
-
=
2
-
=
[14]
(8]
-
3
i
=
Uk
=
I I I I I I I I I I I I
2 0 2 4 6 8 2 0 2 4 6 8
Parameter Parameter

61 Datenanalyse & Statistik — Tests flir Mittelwerte



Dichtefunktion f{x)

Modell: t-Test mit verschiedenen Varianzen

62

Mogliche Alternativen

Parameter

Verteilungsfunktion Fix)

Mogliche Alternativen

Parameter
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Mann Whitney U-Test

» Der U-Test pruft also folgende Nullhypothese:

Die Wahrscheinlichkeit einer Beobachtung aus den beiden
Grundgesamtheiten ist fur jede der beiden
Grundgesamtheiten gleich (d.h. die Verteilungen sind gleich):

HO: F,(x) = F,(x)
versus der Alternative, dass eine Verschiebung vorliegt
HI:F (x) = Fy(x+a)
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Grundidee: Mann Whitney U-Test

» Das Prinzip des U-Tests basiert auf folgender Uberlegung:
Sortiert man die Messwerte der beiden Stichproben in
einer gemeinsamen Liste in aufsteigender Reihenfolge, so
werden die Rangsummen fur jede der beiden Stichproben
sich nur dann stark unterscheiden, wenn sich die beiden
Verteilungen unterscheiden (also die eine Gruppe
systematisch kleinere Werte aufweist als die andere).

» Zur Berechnung der Prufgrof3e U werden die Stichproben also

gemeinsam sortiert und jeweils festgehalten, welcher
Messwert zu welcher Stichprobe gehort.
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Mann Whitney U-Test

» Grundgedanke:Wie verteilen sich die Range in einer gemeinsamen
Stichprobe!?

» Ermittle die Rangsumme fur jede Stichprobe und teste, ob diese extreme
Werte annimmt.

» Ordne alle Beobachtungen und zahle die Range der ersten Gruppe (R,
~Rangsumme der Gruppe |) sowie der zweiten Gruppe (R, ~
Rangsumme der Gruppe |).

» Bestimme die Teststatistik U nach der Formel links unten

» Fur deren Verteilung gibt es bei kleinen Stichproben eigene Tabellen; bei
groBen =» Normalverteilung

n-(n +1 falls n >8;n, >8
U, =nn, +- (n, )—Rl C
n, -n
U—_1"2
2
n,-(n,+1) Z=
_ 2 "Uhb
U2_n1n2+ 7 _R2 \/nl'nz'(n1+n2+1)
12

U =min(U,,U,)



Beispiel fur 2 Gruppen

Newsweek
Newsweek
Newsweek
Newsweek
Newsweek
Newsweek
Scientific American
Scientific American
Scientific American
Scientific American
Scientific American
Scientific American

R1
R2

66

10,21
9,66
7,67
5,12
4,88
3,12

15,75

11,55

11,16
9,92
9,23

8,2

26
52
78

4,33
8,67

Newsweek
Newsweek
Newsweek
Newsweek
Scientific American
Scientific American
Newsweek
Scientific American
Newsweek
Scientific American
Scientific American
Scientific American

U1
U2
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Wilcoxon Test mit R

R RConsole

|> wilcox.test(Fog.Index[l:12]~Zeitachrift[1:12])
Wilcoxon rank sum test

data: Fog.Index[1l:12] by Zeitschrift[l:12]

W =25, p—values = 0.04113

alternative hypothesis: true location shift is not egual to O

>

> Wilcox.test (BWL ~ SMOEE)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: EBWI by SMCEE
W = 5243.5, p-value = 0.007109

alternative hypothesis: true location =shift is not equal to O

>
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Nichtparametrische Varianzanalyse

» Verallgemeinerung der ldee des Mann Whitney U-Tests
auf den Fall von k-Gruppen

» Kruskal Wallis Varianzanalyse

H% R Console
>
> kruskal .test (Fog.Index~Zeitschrift, data=daten) # Non-parametric Statistics

Kruskal-Wallis rank sum test

data: Fog.Index by Zeitschrift
Kruskal-Wallis chi-squared = 7.3801, df = 2, p-value = 0.02487

by
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